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8. závěrečné poznámky

1. Waldovy rovnosti

Podmı́nku
∃ c ∈ R+ ∃ n0 ∈ N, n ∈ N P (τ > n ⇒ |Sn − nE[X1]| ≤ c) = 1

z Waldových rovnost́ı lze zkráceně zapsat ve tvaru

∃ n0 ∈ N sup
n≥n0

|Sn − nE[X1]| · 1[τ>n] ∈ L∗∞ (1)

a tato podmı́nka je splněna, kdykoli

τ ≤ τc = inf{n ∈ N; |Sn − nE[X1]| > c}

plat́ı skoro jistě pro nějaké c ∈ R+. Poznamenejme, že

L∗∞ = {X ∈ L∗ : ∃ c ∈ R+ |X| ≤ c skoro jistě }.

2. integrovatelnost času τc

Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené a integrovatelné náhodné veličiny a Sn =
∑n

k=1 Xk

bud’ odpov́ıdaj́ıćı náhodná procházka. Pro jednoduchost označme Sn = Sn − nE[X1] odpov́ıdaj́ıćı
centrovanou náhodnou procházku. Necht’ σ2 = var(X1) > 0, pak

τc = inf{n ∈ N : |Sn| > c} ∈ L∗1

Důkaz:

(a) Nejprve předpokládejme, že P (|S1| > 2c) = p > 0. Označme Yn = Xn − EXn a Fn :=
σ(S1, . . . , Sn) kanonickou filtraci posloupnosti Sn. Pak na množině [|Sn| ≤ c] skoro jistě plat́ı

P (|Sn+1| > c|Fn) = P (|Sn + Yn+1| > c|Fn) = P (|Sn + Yn+1| > c, |Sn| ≤ c|Fn)

≥ P (|Yn+1| > 2c, |Sn| ≤ c|Fn) = P (|Yn+1| > 2c|Fn) = p,

nebot’ náhodná veličina Yn+1 je nezávislá na Fn a má stejné rozděleńı jako náhodná veličina S1.
Plat́ı tedy

P (|Sn+1| ≤ c | |S1| ≤ c, . . . , |Sn| ≤ c) ≤ q := 1− p < 1

má-li levá strana smysl. Pak tedy dostáváme, že

P (τc > n) = P (|S1| ≤ c, . . . , |Sn| ≤ c) ≤ qn.

Dostáváme tak, že

Eτc ≤
∞∑

n=0

P (τc > n) ≤
∞∑

n=0

qn =
1

1− q
=

1

p
< ∞.

(b) Nyńı předpokládejme, že existuje n0 ∈ N takové, že P (|Sn0| > 2c) > 0. Je-li n0 = 1, pak tento
předpoklad odpov́ıdá předpokladu v bodu a. Podle bodu a ihned dostaneme, že čas

νc,n0 = inf{k ∈ N : |Sk·n0| > c}

je integrovatelný, nebot’ Sk·n0 je náhodná procházka s prvńım krokem Sn0 takovým, že var(Sn0) =
n0σ

2 > 0. Nyńı si stač́ı uvědomit, že τc ≤ n0 · νc,n0 . Tato nerovnost nám totiž dává Eτc ≤
n0 · Eνc,n0 < ∞.



(c) Nyńı se můžeme omezit na př́ıpady, které nejsou zahrnuty pod bodem b. Můžeme tedy před-
pokládat, že |Sn| ≤ c plat́ı skoro jistě pro každé n ∈ N. Pak σ2 < ∞ a např. podle Waldovy
rovnosti (ii) s volbou τ = τc ∧ n ∈ L1 dostáváme, že

Eτc = lim
n→∞

σ−2ES2
τc∧n ≤ 4c2σ−2 < ∞.

Použitá Waldova rovnost je tvaru ES2
τ = σ2 · Eτ. Podmı́nka (1) je zřejmě splněna např. proto,

že τ ≤ τc a mj. také proto, že τ ≤ n ∈ N.

(d) Alternativńım postupem k bodu c je použit́ı CLV. To je možné pouze za předpokladu σ2 < ∞,
což můžeme předpokládat podobně jako v bodě c. CLV nám tedy dává

P (|Sn| > 2c) ≥ P (Sn < −2c) = P ( Sn

σ
√

n
< −2c

σ
√

n
) → Φ(0) = 1

2
,

nebot’ −2c/(σ
√

n) → 0 pro n → ∞. Zde využ́ıváme stejnoměrné konvergence distribučńıch
funkćı k distribučńı funkci Φ standardńıho normálńıho rozděleńı N(0, 1) v CLV. Odtud tedy
dostáváme, že existuje n0 ∈ N takové, že P (|Sn0| > 2c) > 0, což je předpoklad odpov́ıdaj́ıćı
bodu b.
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